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жҥйенің әртҥрлі жҥзеге асырылуына және әртҥрлі кеңістіктік кҥйлерге келуге болады. 

Динамикалық жҥзеге асырулар мен кҥйлер кеңістіктерінің алуан тҥрлілігіне байланысты 

белгілі бір мағынада «минималь» болатын кҥйлер кеңістігін табу есебі мен берілген жҥйе 

туралы алғашқы ақпарат негізінде осындай кеңістікті тҧрғызуға мҥмкіндік беретін алгоритмді 

қҧрастыру есебінің тәжірибелік маңыздары ӛте жоғары болғандықтан осы тҧрпаттағы есептерді 

қарастырамыз. Алдымен минимализм ҧғымы талданады. Әрі қарай әртҥрлі кӛмекші 

функцияларды және сәйкес жҥйелердің кӛрсетілімдерін тҧрғызу ҥшін, сонымен қатар жалпы 

уақыт жҥйесін кҥйлер кеңістігінде қҧру ҥшін оларды қайсыбір тҧрғызу процедурасында 

қолдану ҥшін тӛмендегі алынған нәтижелерді қалай байланыстыру керектігі кӛрсетіледі. 
Эквиваленттіліктің әр класында белгілі бір тәртіп қатынасы енгізіліп, іске асырудың 

минималдылығы анықталады. Сондай-ақ кеңістікте канондық кӛріністер мен динамикалық 

жҥйелердің кҥйлерін жҥзеге асыру мәселелері қарастырылады. Мақала негізінен теориялық 

мәнге ие. Алынған нәтижелер жаңа болып табылады және динамикалық жҥйелерді зерттеуде 

пайдаланылуы мҥмкін. 

Динамикалық жҥйелерді жҥзеге асыру теориясында белгілі бір тәртіппен анықталған 

уақыт жҥйесін динамикалық кӛрсетілуінің бар болуы туралы мәселе зерттеледі. Әдетте уақыт 

жҥйесі ӛзінің   реакциялар ҥйірімен беріледі, және жҥзеге асыру теориясының есебі 
 

кҥйлердің кӛшу функцияларының ҥйірі мен (  ,  ) жҧбы оның динамикалық жҥзеге 

асырылуы болатын S  уақыт жҥйесі бар-жоқтығын анықтауға келіп тіреледі. Біздің 

жҧмысымызда динамикалық жҥйелердің жҥзеге асырылымдылық мәселелері, динамикалық 

жҥйелердің канондық кӛрсетілімі мен кҥйлер кеңістігіндегі кӛрсетілімі, сонымен қатар 

минималь жҥзеге асыру мәселелері қарастырылады. 
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ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ И МОДЕЛИ СООБЩАЮЩИХСЯ ЦИЛИНДРОВ  

LINEAR EQUATIONS AND MODELS OF COMMUNICATING CYLINDERS 

 

Аннотация 

Основной целью статьи является распространение принципов и методов линейной 

алгебры на задачи аналитической механики. В экономических исследованиях можно найти 

эффективные приложения принципов аналитической механики. Некоторые, в большинстве 

случаев известные, экономико-математические модели приводят к задачам о равновесии того 

же типа, что и задачи рассматриваемые в аналитической механике[1-4].  

Применение общих принципов аналитической механики приводит к мысли о 

возможности изучать методами этих наук поведение любых материальных систем. 

Следствиями этих принципов являются основные результаты теории линейных уравнений.  

В математическом образовании инженера линейные уравнения, как  один из разделов, 

входящий в обязательную вузовскую программу курса высшей математики, имеет большое 

научно-методическое значение[5, 6].  
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Механические и физические модели естественно приводят к трактовке задач 

математического программирования и математической экономики как задач о равновесии 

физических систем, для которых существует функция состояния – аналог силовой функции 

Лейбница[7, 8].  

В статье приведен пример применения методов линейной алгебры, в частности метод 

Крамера и матричный метод решения системы линейных уравнений, для определения 

координат поршней в модели состоящей из двух и трех сообщающихся объемов. 

 

ANNOTATION 

The main purpose of the article is to extend the principles and methods of linear algebra to 

problems of analytical mechanics. In economic research one can find effective applications of the 

principles of analytical mechanics. Some, in most cases known, economic-mathematical models lead 

to equilibrium problems of the same type as those considered in analytical mechanics[1-4]. 

The application of the general principles of analytical mechanics leads to the idea of the 

possibility of studying the behavior of any material systems by the methods of these sciences. The 

consequences of these principles are the main results of the theory of linear equations. In the 

mathematical education of an engineer, linear equations, as one of the sections included in the 

compulsory university program of the course of higher mathematics, is of great scientific and 

methodological importance[5, 6]. 

Mechanical and physical models naturally lead to the interpretation of problems of 

mathematical programming and mathematical economics as problems of the equilibrium of physical 

systems for which there is a state function - an analogue of the Leibniz force function[7, 8]. 

The article gives an example of the application of linear algebra methods, in particular the 

Cramer method and the matrix method for solving a system of linear equations, to determine the 

coordinates of pistons in a model consisting of two and three communicating volumes. 

 

Ключевые слова: сообщающиеся объемы, сообщающиеся цилиндры, поршень, 

несжимаемая жидкость, линейные уравнения, системы линейных уравнений.  

Key words: communicating volumes, communicating cylinders, piston, incompressible fluid, 

linear equations, systems of linear equations. 

 

Введение. Принцип аналитической механики, по существу, лежит в основе построений 

условий оптимальности и в задачах математического программирования. 

Изложение метода физического моделирования естественно начать с построения 

моделей простейших задач линейной алгебры, каковыми являются задачи об отыскании 

решений линейных уравнений. Построим модели, представляющие собой системы 

сообщающихся объемов, наполненных несжимаемой жидкостью. Такие модели позволяют 

свести математическую задачу к задаче о равновесии механической системы и получить 

наглядное представление самих задач, так и важнейших результатов теории[9, 10]. 

Материалы и методы исследований. Рассмотрим механическое устройство, 

изображенное на рис. 1. Оно представляет собой систему двух сообщающихся цилиндров, 

имеющих высоту, равную 2l, и площади оснований, соответственно равные    и   . Каждый из 

цилиндров разделен на две поршнем, который может свободно перемещаться внутри 

соответствующего цилиндра. Пусть    и    – координаты, определяющие положения поршней 

внутри цилиндров 1 и 2. Эти координаты отчитываются от середины цилиндра, причем 

положительным принято направление вверх. Обозначим  ( ) сумму сообщающихся объемов 

  
( )

  и   
( )

, расположенных ниже поршней, а  ( ) сумму объемов   
( )

  и   
( )

, 

расположенных выше поршней[11-14]. Тогда, очевидно, 

 ( )    
( )

   
( )

   (    )    (    ), 

                                  ( )    
( )

   
( )

   (    )    (    ).                            (1) 

Теперь наполним сообщающиеся объемы   ( ) несжимаемой жидкостью в количестве 

 ̅( ), а объемы  ( ) - в количестве  ̅( ). При этом, величины  ̅( ) и  ̅( ) выберем 

удовлетворяющими условию  
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                                          ̅( )   ̅( )    (     )                                                        (2) 

Последнее условие означает, что  ̅( ) и  ̅( ) выбраны такими, чтобы все объемы были 

полностью заполнены несжимаемой жидкостью. Таким образом, мы получили механическое 

устройство, в котором величины    и    связаны соотношением  

                                           ( )   ̅( )                                                                                 (3) 

Или допустимое состояние уравнения 

                                                     ̅( )   (     ),                                          (4) 

выражающим свойство несжимаемой жидкости.  

Заметим, что описанное устройство позволяет реализовать все значения    и   , 

удовлетворяющие уравнению  

                                                                   ,                                                         (5) 

где       ,       , если положить  ̅( )     (     ),  ̅( )      (     ). 

В данной модели принимаем в расчет только главное свойство – удовлетворение 

уравнению (5). Также считаем несущественными ограничения        и       , поскольку 

число l может быть выбрано сколь угодно большим.  

Обозначая в случае рис.1 через   
( )

,   
( )

  и    
( )

,   
( )

 объемы цилиндров 1 и 2, 

отмеченные  знаками (+) и (-), получим формальную запись[15, с.264]: 

 

  
( )

 {
  (    )          

   (    )          
 

  
( )

 {
  (    )          

   (    )          
 

  
( )

 {
  (    )          

   (    )          
 

  
( )

 {
  (    )          

   (    )          
 

 

 
Рисунок – 1  

По модели рис. 1 можно вывести следующее важное правило: сообщающимися 

являются объемы модели, отмеченные одним и тем же знаком (+) или (-), при этом знаком 

(+) отмечается объем, расположенный ниже поршня, если соответствующий коэффициент 

положителен, и объем, расположенный выше поршня, если коэффициент отрицателен.  

Результаты и их обсуждение. Приведем модель линейного уравнения с двумя 

переменными: 

{
        

          
 

Здесь площади оснований сообщающихся цилиндров 1 и 2 разные и соответственно 

равны      ;       и      ;      . 

По методу Крамера для системы двух линейных уравнений с двумя неизвестными[16]: 
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{
              

              
 

Составим определитель ∆ из коэффициентов при неизвестны   |
      

      
|, 

заменив в ∆ первый столбец на столбец из свободных членов (остальные без 

изменения), получим ∆1:    |
     

     
|. Соответственно:    |

     

     
| 

Тогда,    
  

 
;    

  

 
. 

Решив заданную систему уравнений по методу Крамера, получим:  

  |
  
  

|            ; 

   |
  
   

|             ; 

   |
  
   

|             . 

   
  

  
  ;    

  

  
   - координаты поршней сообщающихся объемов. 

Теперь представим физическую модель линейного уравнения с тремя 

неизвестными(рис. 2). Модель системы из 3 уравнений с 3 неизвестными является системой 3 

моделей каждого из 3 уравнений связанных так, что перемещения поршней, положения 

которых указывают значения одной и той же неизвестной, одинаковы[17-18]. 

                                                         ∑     
 
     .                                                             (6) 

 

 
Рисунок – 2 

 

Здесь правило расстановки знаков объемов   
( )

 и   
( )

 такие же, как и в случае модели 

рис.1, формулами: 

  
( )

 {
  (    )          

   (    )          
    

( )
 {

  (    )          

   (    )          
 

 

При этом 

 ( )  ∑   
( ) 

     ∑         ∑        ∑     
 
     ∑     

 
    ∑     

 
   , 

 ( )  ∑   
( ) 

     ∑         ∑        ∑     
 
     ∑     

 
    ∑     

 
   . 

Наполняя сообщающиеся объемы   
( )

,   
( )

,   
( )

 несжимаемой жидкостью в 

количестве  

 ̅( )   ∑     
 
     , 

а объемы   
( )

,   
( )

, …,   
( )

 несжимаемой жидкостью в количестве  

 ̅( )   ∑     
 
     , 

получим модель уравнения (6), так как, очевидно, из условий несжимаемости  

 ( )   ̅( ) и   ( )   ̅( )  следует справедливость (6) для любого допустимого состояния 

модели. 

В векторно-матричной форме эта система имеет вид[19, 20]:  
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       ,      где   (

         

         

         

) ,   (

  

  

  

),    (

  

  

  

). 

  Приведем 

пример такой модели, состоящей из 3 уравнений с тремя неизвестными: 

{

            
            
            

, 

где, коэффициенты перед неизвестными - это площади оснований соответсвующих 

цилиндров,            – координаты, определяющие положения поршней внутри цилиндров 1, 
2 и 3. Решим его матричным методом. Составим определитель матрицы А:  

  |
   
    
   

|                   

Так как      ,то матрица А имеет обратную и решение данной системы:        , 

где    (
  
  
  

). 

Найдем матрицу, обратную к матрице    (
   
    
   

). 

 

Для этого вычислим все алгебраические дополнения матрицы А по формуле     
(  )      запишем обратную матрицу.  

    
 

 
 (

         

         

         

)  
 

 
(
    
     
    

) 

        
 

 
(
    
     
    

)  (
  
  
  

)  (
 
 
  

) , то есть     ;     ;     

  . 
  
Это означает, что у данной модели сообщающихся сосудов поршень цилиндра 1 

расположен выше от середины цилиндра на 1 единицу. Поршень цилиндра 2 находится на 2 
единицы выше от середины и поршень цилиндра 3 закреплен ниже середины на расстоянии 2 
единицы. 
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ТҤЙІН 

Мақаланың негізгі мақсаты – сызықтық алгебраның принциптері мен әдістерін 

аналитикалық механика есептеріне кеңейту. Экономикалық зерттеулерде аналитикалық 

механика принциптерінің тиімді қолданылуын табуға болады. Кейбір, кӛп жағдайда белгілі 

экономикалық-математикалық модельдер аналитикалық механикада қарастырылатын бірдей 

типтегі тепе-теңдік есептеріне әкеледі. 

Аналитикалық механиканың жалпы принциптерін қолдану кез келген материалдық 

жҥйелердің әрекетін осы ғылымдардың әдістерімен зерттеу мҥмкіндігі туралы идеяға әкеледі. 

Бҧл принциптердің салдары сызықтық теңдеулер теориясының негізгі нәтижелері болып 
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табылады. Инженердің математикалық білімінде сызықтық теңдеулердің жоғары математика 

курсының міндетті университеттік бағдарламасына енгізілген тараулардың бірі ретінде ҥлкен 

ғылыми-әдістемелік маңызы бар. 

Механикалық және физикалық модельдер математикалық бағдарламалау және 

математикалық экономика есептерін Лейбництің кҥш функциясының аналогы кҥй функциясы 

бар физикалық жҥйелердің тепе-теңдік есептерін тҥсіндіруге әкеледі. 

Мақалада сызықтық алгебра әдістерін, атап айтқанда сызықтық теңдеулер жҥйесін 

шешудің Крамер және матрицалық әдістерін, екі және ҥш байланысатын кӛлемнен тҧратын 

модель поршеньдердің координаталарын анықтау ҥшін қолдану мысалы келтірілген. 
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ПРИМЕНЕНИЕ ЦИФРОВЫХ ТЕХНОЛОГИЙ В ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЯХ 

USING OF DIGITAL TECHNOLOGIES IN HIGHER EDUCATION INSTITUTIONS 

 

Аннотация 
Пандемия, связанная с распространением коронавирусной инфекции COVID-19, 

затронула системы образования по всему миру. В рассматриваемой статье представлены 

основные аспекты современного образования в университетах Казахстана, основные вопросы 

цифровизации образования, в том числе представлен опыт Западно-Казахстанского аграрно-

технического университета имени Жангир хана по переходу на дистанционное обучение 

обучающихся очной формы обучения в связи с пандемией. 

Целью исследования является определение основных ценностей развития цифровой 

грамотности профессорско-преподавательского состава для обеспечения современного 

образовательного процесса в условиях трансформации образовательной среды. Актуальность 

исследования определяется необходимостью определения специфики образования в 

современных ВУЗах, в особенности основных преимуществ его развития для внедрения 

инновационных технологий в образовательный процесс, адаптации системы образования к 

условиям цифровизации. Новизна исследования обусловлена тем, что в статье рассматривается 

подход к определению элементов цифровой компетентности в общем применении 

современных технологий. 
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